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TD n°2 : Résolution de problèmes & Algorithme A*

1. Algorithmes de recherche en profondeur/en largeur

Le jeu du taquin nous servira de terrain d'expérimentation dans la suite du TD. Il s'agit d'un jeu très connu dans lequel 8 cases numérotées de 1 à 8 sont disposées sur un damier 3x3. Le but du jeu est de rétablir une situation objectif à partir de la situation initiale sachant que les seuls opérateurs de transformation d'un état du jeu à l'autre consistent en l'échange de la position d'une case adjacente à la case vide avec cette dernière. (Voir la figure suivante).

État initial :   

2  8  3



État objectif :
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Une étude que vous pourrez détailler comme exercice complémentaire vous permettra à l'aide d'un peu de théorie des groupes de démontrer que l'espace d'états associé au jeu du taquin est constitué de deux composantes connexes disjointes. Dans le cas de situations initiale et objectif appartenant à chacune de ces composantes il est donc impossible de trouver une séquence d'opérateurs permettant de passer de l'une à l'autre. Chacune de ces composantes comporte 181440 états ce qui permet déjà d'illustrer la puissance des algorithmes présentés car tous les problèmes ne sont pas triviaux.

1.1. En profondeur d'abord.

Détaillez sur une feuille le développement de l'espace (ou, ici, arbre) de recherche produit par l'algorithme en profondeur d'abord pour le problème suivant :
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On supposera que l'ordre de génération des successeurs d'un noeud développe d'abord le noeud obtenu quand la case vide se déplace vers le haut, puis le noeud obtenu quand la case vide se déplace vers la droite, puis vers le bas, et enfin, vers la gauche.

Quel est le coût de la solution trouvée en nombre de coups ?

Comptez le nombre de noeuds explorés (atteints et testés pour voir si ils correspondent à la solution)  par l'algorithme et le nombre de noeuds développés (dont les successeurs ont été explorés par l'algorithme).

1.2. En largeur d'abord.

Détaillez sur une feuille le développement produit par l'algorithme de recherche en largeur d'abord sur le même problème (avec la même génération des successeurs).

Comparez la coût en nombre de coups de la solution trouvée, et le nombre de noeuds explorés et développés.

2. Algorithme de recherche en meilleur d'abord

On dispose d'une suite (car l'ordre importe) de 5 matrices dont les dimensions, respectivement (3,2), (2,4), (4,8), (8,2) et (2,3), permettent la multiplication entre elles. Il est facile de calculer le nombre de multiplications élémentaires nécessaire à la multiplication d'une matrice (m,p) par une matrice (p,n) pour donner une matrice (m,n). On cherche à organiser les opérations de multiplication des matrices de la suite donnée ci-dessus pour en obtenir le produit le plus économiquement possible, en utilisant la propriété d'associativité de la multiplication.

Détaillez l'arbre de recherche développé par un algorithme de recherche en coût uniforme sur ce problème et trouvez ainsi la solution qui minimise le nombre d'opérations pour la multiplication des cinq matrices.

3. Algorithme A*

Soit la carte de la figure 3.1 représentant des villes de Roumanie et les distances entre villes à vol d'oiseau.

Figure 3.1 : Carte de la Roumanie avec les distances par la route entre grandes villes.

Arad      366

Bucharest          0

Craiova         160

Dobreta         242

Eforie          161
Fagaras              178

Giurgiu                77

Hirsova              151

Iasi                    226

Lugoj                  244
Mehadia             241

Neamt                234

Oradea               380

Pitesti                 98

Rimnicu Vilcea  193
Sibiu                 253

Timisoara          329

Urziceni              80

Vaslui                199

Zerind                374

Table 3.2 : Table des distances à vol d'oiseau à Bucharest.

Montrer l'exploration effectuée par l'algorithme A* pour trouver le chemin optimal entre Arad et Bucharest.

4. Algorithme A*

Soit le jeu suivant. Dans l'état initial, on dispose de trois pions noirs (N) et de trois pions blancs (B) disposés tel qu'indiqué sur la figure suivante :

|_N_|_N_|_N_|_B_|_B_|_B_|_-_|

Le but est d'arriver à un état objectif tel que les trois pions blancs soient à gauche des trois pions noirs (on ne précise pas où doit se trouver la case vide).

Les opérateurs disponibles et leur coût associé sont spécifiés par les règles suivantes. Un pion ne peut se déplacer qu'en allant sur la case vide. Par ailleurs, un pion peut soit :

-
se déplacer sur la case (vide) adjacente :
 
coût = 1

-
se déplacer en sautant par dessus un pion : 

coût = 2

-
se déplacer en sautant par dessus deux pions : 

coût = 3

a. 
Proposer une fonction heuristique pour ce jeu visant à trouver un chemin optimal (en terme de coût total) entre l'état initial et un état objectif. 

b. 
Prouver que cette heuristique est admissible.

c. 
Dessiner l'arbre de recherche développé par un algorithme A* utilisant votre fonction heuristique.
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